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1. Проблема построения аналитических аппроксимаций гравитационного поля Земли в глобальном и региональном вариантах имеет для геофизики исключительно важное значение. В настоящее время она решается исключительно только в глобальном варианте на основе представления потенциального поля отрезками рядов по шаровым функциям. В основе методов построения аппроксимаций потенциала внешнего гравитационного поля Земли лежит редукция данных о поле, полученных по поверхности Земли, в некоторую систему точек на сферической поверхности, расположенной ниже поверхности Земли. Коэффициенты отрезков рядов по шаровым функциям находятся по найденным значениям на сфере по явным формулам (метод коллокации). Ясно, что такая редукция связана с внесением дополнительных погрешностей в те величины, по которым осуществляется нахождение коэффициентов отрезков рядов по шаровым функциям [1-9].





2. Методологически наиболее правильно находить коэффициенты любой линейной аппроксимации потенциала (либо той или иной производной от потенциала по координатам, декартовым или сферическим) непосредственно по экспериментальным данным – на основе составления и решения соответствующей системы линейных алгебраических уравнений. Такой подход может быть использован и применительно к линейным аппроксимациям, порождаемым представлением потенциала внешнего поля отрезком ряда по шаровым функциям. Однако возможно (и по мнению авторов, правильно!) использовать и другие конструкции аналитических аппроксимаций потенциала – и других линейных элементов – внешнего гравитационного поля.





3. Основное значение, по мнению авторов, имеет использование интегрального представления функций, гармонических во внешности единичной сферы, данного Э.Т.Уайтекером в 1902 г. [10]:


�EMBED Equation.3���					(1)


где  �EMBED Equation.3���– произвольная функция, такая, что


�EMBED Equation.3���,					     (2)


где


�EMBED Equation.3���,					                 (3)


есть оператор Лапласа, и


�EMBED Equation.3��� .				   (4)


При этом  � суть элементарная функция от компонент �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3��� вектора x и переменной интегрирования  �EMBED Equation.3���:


�EMBED Equation.3��� .		     (5)


	Целесообразно по поводу интегрального представления (1) сделать два замечания:


	первое – сам Э.Т.Уайтекер (см. [10]) дал интегральное представление для функций, гармонических внутри единичной сферы; представление (1) получается из него простым использованием теоремы инверсии;


	второе – ясно, что простая операция нормировки позволяет использовать (1) для описания функций  �EMBED Equation.3���, гармонических во внешности сферы произвольного радиуса�EMBED Equation.3���.





4. Ясно, что специализацией подынтегрального выражения в интеграла Э.Т.Уайтекера (1) можно получить массу различных линейных аппроксимаций функций, гармонических во внешности единичной сферы. Наиболее простая и очевидная специализация (фактически – линейная аппроксимация соответствующей функции �EMBED Equation.3���) подынтегрального выражения такова:


�EMBED Equation.3���,				    (6)


где � – заданные функции, а функции � могут варьироваться (подбираться), исходя из данных о функции �EMBED Equation.3���. Имеется три основных подхода к построению аппроксимаций (6), которые и описываются ниже.





5. Первый подход – дальнейшая специализация (6) с целью получения аппроксимации по заданной системе функций с неопределенными коэффициентами, подлежащими определению из экспериментальных данных о поле (прямой коэффициентный подход).


	Очевидны следующие условия, которые целесообразно наложить на функции � и � с целью получения коэффициентных линейных аппроксимаций:


	1) �EMBED Equation.3��� – алгебраическому полиному от t степени не выше �EMBED Equation.3���, с чисто действительными коэффициентами;


	2) �EMBED Equation.3��� – тригонометрическому полиному степени не выше  �EMBED Equation.3���;


	3) �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���, где черта сверху обозначает операцию комплексного сопряжения.


	Ясно, что из условия 1) следует:


�EMBED Equation.3���				    (7)


и далее из (7) и условия 3) следует:


�EMBED Equation.3���			       (8)


а также, что функция � суть тригонометрический полином от �EMBED Equation.3��� степени не выше  �EMBED Equation.3���. Но отсюда следует, что в случае специализации подынтегрального выражения в виде


�EMBED Equation.3���		   (9)


интеграл в (1) может быть вычислен точно с помощью простейшей квадратурной формулы с равными коэффициентами. С учетом приведенных выше условий окончательного приходим к следующему общему виду прямой коэффициентной аппроксимации:


�EMBED Equation.3���,					   (10)


�EMBED Equation.3���,					(11)


�EMBED Equation.3���					(12)


где положено


�EMBED Equation.3���			    (13)


и


�EMBED Equation.3���.	   		             (14)


Таким образом, прямая коэффициентная линейная аппроксимация (10)-(14) имеет два фундаментальных параметра: N и m, и (2m+1)(N+1) подлежащих определению коэффициентов:


�EMBED Equation.3���				 (15)


Ясно, что весьма важное значение имеет выбор системы алгебраических полиномов. Простейший выбор, согласованный со смыслом аргумента t, таков:


�EMBED Equation.3���.						(16)


В этом случае коэффициентная аппроксимация принимает вид:


�EMBED Equation.3���	       (17)


где � определены по (14).





6. Существует еще два подхода к редукции задачи построения линейных аналитических аппроксимаций элементов внешнего аномального поля Земли на основе использования интегрального представления Э.Т.Уайтекера, но они здесь рассмотрены не будут; по этому вопросу см. работу [11].


	Будем сначала рассматривать проблему нахождения значений какого-либо линейного функционала Ф на потенциале �EMBED Equation.3���  внешнего гравитационного поля Земли. Ясно – и в этом состоит сущность общего аппроксимационного подхода к решению задач гравиметрии, что любые линейные аппроксимации потенциала внешнего гравитационного поля Земли, и в частности – прямые коэффициентные аппроксимации, строятся для того, чтобы использовать приближенные соотношения


�EMBED Equation.3���,					(18)


или более общо


�EMBED Equation.3���,					   (19)


где �суть какая-либо аналитическая аппроксимация потенциала �EMBED Equation.3��� – например, полученная в рамках второго или третьего из описанных подходов.


	Отсюда, в силу линейного функционала Ф, имеем в случае (18):


�EMBED Equation.3���					(20)


и далее


�EMBED Equation.3���.		(21)


Формулы (20)-(21) – самые общие. Ясно, что основное значение имеет случай �EMBED Equation.3���. Важнейшие частные случаи линейных функционалов �EMBED Equation.3��� таковы:


          1) 				�EMBED Equation.3���				          (22)


2) 			�EMBED Equation.3���,			(23)


	В соответствии со сказанным ранее и с выражениями �EMBED Equation.3��� (прямой коэффициентной линейной аппроксимацией потенциала, которую для краткости будем именовать новой линейной аппроксимацией потенциала внешнего гравитационного поля Земли) по (10)-(14), имеем следующие явные аналитические выражения функционалов �EMBED Equation.3��� по (22)-(23), в которых следует принять:


1)		 �EMBED Equation.3���,			(24)


2) 				�EMBED Equation.3���, 				(25)


	Пусть


�EMBED Equation.3���,					     (26)


и


�EMBED Equation.3���						(27)


суть приближенно заданные значения этих величин. Систему линейных алгебраических уравнений для нахождения (вещественных) коэффициентов �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���, получаем, используя соотношения:


�EMBED Equation.3���.			      	       (28)





7. Система (28) записана в неявной (относительно искомых коэффициентов) форме. Желательно, однако, иметь привычную – векторно-матричную – запись системы (28). С этой целью положим


�EMBED Equation.3���				     (29)


и введем �EMBED Equation.3���-векторы �EMBED Equation.3��� равенствами:


����EMBED Equation.3���.		   	        (30)


	В этих обозначениях систему линейных алгебраических уравнений записываем в привычной форме


�EMBED Equation.3���;						(31)


в этой системе А есть �EMBED Equation.3���-матрица, где


�EMBED Equation.3���,			   	                   (32)


причем А имеет блочное строение вида


�����


A=   A(1)   A(2)          A(N+1)     ,			  	        (33)





соответственно вектор X размерности М имеет блочное строение


����EMBED Equation.3���,					  (34)


при этом блоки �EMBED Equation.3��� определены соотношениями (29)-(30). Ясно, что каждый блок �EMBED Equation.3��� матрицы А связан с соответствующим блоком �EMBED Equation.3��� неизвестных в векторе X.


	Столбцы �EMBED Equation.3���, блоков �EMBED Equation.3��� имеют следующие аналитические выражения:


�EMBED Equation.3���,				  (35)


Здесь �EMBED Equation.3��� есть N-вектор-столбец с компонентами


�EMBED Equation.3���.				    (36)





	Ясно, что элементы в различных блоках независимы друг от друга. Эта независимость обеспечивает эффективное распараллеливание вычислений в том случае, когда заданы матрица А и вектор X, и требуется найти вектор AX.


	В случаях, когда используются значения аномального потенциала �EMBED Equation.3���, имеем для коэффициентов �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���, следующие выражения:


�EMBED Equation.3���,    �EMBED Equation.3���,  �EMBED Equation.3���		      (37)


Полагая


�EMBED Equation.3���		    		              (38)


получаем следующие рекуррентные соотношения, позволяющие последовательно находить элементы матриц-блоков �EMBED Equation.3���:


�EMBED Equation.3���				(39)


В случае же линейной аппроксимации функции �EMBED Equation.3��� имеем (через �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3��� обозначены элементы матрицы в случае задания значений потенциала �EMBED Equation.3���, см. (79)-(74), а через �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3��� – элементы матрицы при задании значений �EMBED Equation.3���):


�EMBED Equation.3���			(40)


	Ясно, что здесь снова можно использовать рекуррентные соотношения (42) для последовательного нахождения коэффициентов �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���.


	Итак, мы убедились в том, что:


	1) матрица А системы (31) имеет очень хорошую – весьма регулярную – структуру;


	2) что элементы блоков �EMBED Equation.3���, вычисляются по очень простым рекуррентным соотношениям;


	3) что элементы матриц, составляемых по значениям �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���, связаны очень простыми соотношениями.


	Эти свойства и делают конструкции прямой коэффициентной аппроксимации потенциала весьма эффективными.





8. Ясно, что и в рассматриваемом случае можно использовать вторую трансформацию Гаусса для получения системы линейных алгебраических уравнений размера �EMBED Equation.3��� с симметричной положительно полуопределенной матрицей В. Именно, полагаем


�EMBED Equation.3���				   	          (41)


и


�EMBED Equation.3���,					    (42)


где матрица А и вектор X определены соотношениями (30), (34)-(35). Ясно, что в силу блочной структуры А имеем


�EMBED Equation.3���,				       (43)


что обеспечивает глубокое распараллеливание вычислений.





9. Из всего сказанного следует, что в проблеме нахождения новых линейных аппроксимаций линейных элементов внешнего аномального гравитационного поля Земли центральная вычислительная проблема состоит в нахождении устойчивого приближенного решения, согласованного с имеющейся априорной информацией о полезном сигнале f и помехе (f , см. (26)-(27), в векторе f( правой части соответствующей системы линейных алгебраических уравнений с симметричной положительно полуопределенной матрицей, см. (41)-(43). Априорная информация обычно включает два компонента:


	а) знание постоянных в неравенствах


�EMBED Equation.3���				       (44)


	б) знание факта разделенности спектров полезного сигнала f и помехи (f, при этом речь идет о спектрах, порождаемых собственными значениями и собственными векторами матрицы В, а также подпространством KerB, если оно не пусто.


	Для нахождения устойчивого приближенного решения уравнения указанной системы можно использовать два подхода:


	1) сначала находится матрица �EMBED Equation.3���, а затем используются различные методы регуляризации системы с этой матрицей; здесь возможно как использование так называемых (прямых методов( регуляризации, так и различных методов последовательных приближений;


	2) используются только методы последовательных приближений, при этом в процессе счета приближенных решений при нахождении произведений матрицы В на векторы �EMBED Equation.3��� используются соотношения:


�EMBED Equation.3���					(45)


	Ясно, что в обоих подходах при использовании методов последовательных приближений обеспечивается глубокое распараллеливание вычислений.


	В.Н.Страховым предложен новый метод последовательных приближений, так называемый (метод последовательного умножения полиномов, см. [4], который позволяет эффективно использовать априорную информацию о разделенности спектров полезного сигнала и помехи.


	Был разработан пакет компьютерных программ на языке С, реализованный на персональных компьютерах типа Pentium-2, а также ряд программ для многопроцессорной вычислительной системы Cray-3, написанных на языке С и использующий технологию MPI. В пакете для персональных компьютеров реализован первый из указанных выше подходов – пакет включает как целый ряд программ по (прямым( методам нахождения устойчивых приближенных решений систем с симметричными положительно полуопределенными матрицами, так и программу, реализующих МПУП (метод последовательного умножения полиномов). В программах для Cray-3 реализован только МПУП (в вариантах с переходом к матрице �EMBED Equation.3���, но без перемножения матриц).





10. Разработанные компьютерные технологии по решению систем линейных алгебраических уравнений были использованы для построения новых линейных аппроксимаций (прямые коэффициентные аппроксимации поля �EMBED Equation.3���) внешнего аномального поля Земли на ряде модельных и практических примеров. В практических примерах строились региональные аппроксимации поля �EMBED Equation.3���, и значения N были не очень велики: �EMBED Equation.3���, где n=4–11. Полученные результаты однозначно свидетельствуют как об эффективности нового подхода к построению линейных аналитических аппроксимаций элементов внешнего аномального гравитационного поля Земли в региональном варианте, так и об эффективности созданного пакета компьютерных программ по нахождению устойчивых приближенных решений систем линейных алгебраических уравнений с симметричными положительно полуопределенными матрицами и аддитивной помехой в правой части.
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