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При анализе конечно-элементных моделей с большим числом степеней свободы возникает необходимость решения систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) высокого порядка. Матрицы таких систем обладают свойствами симметрии и разреженности. Использование итерационных методов для решения здесь предпочтительнее, так как для хорошо обусловленных матриц они позволяют получить приемлемое решение за небольшое число итераций. Метод сопряженных градиентов является прямым методом решения СЛАУ, но при больших размерностях систем используется как итерационный. 

Базовой и наиболее трудоемкой операцией при решении СЛАУ методом сопряженных градиентов является умножение матрицы системы на вектор с=Аb. Организация параллельного решения конечно-элементной задачи в рамках модели передачи сообщений сводится, главным образом, к распараллеливанию базовой операции. Здесь возможно использовать два альтернативных подхода: вариант со сборкой глобальной матрицы системы или работа с элементными матрицами. 

При первом подходе из элементных матриц собирается глобальная матрица размерности N(N, она делится на строчные блоки с приблизительно равным количеством строк; каждый блок хранится на отдельном процессоре в так называемом DMSR (Distributed Modified Sparse Row) формате [1]. Структура данных этого формата включает в себя вещественный массив sg длиной m, содержащий все ненулевые элементы блока, упакованные в sg по строкам (здесь m – количество ненулевых элементов в блоке), и целочисленный массив длиной m+1, содержащий номера столбцов недиагональных элементов блока и адреса первых ненулевых элементов каждой строки блока в массиве sg. Столбцы b и c также делятся на блоки соответствующей длины. Параллельное умножение Ab осуществляется за np тактов, где np – число процессоров. Процессоры обмениваются блоками вектора b по кольцу. В MPP-системах целесообразно использовать так называемую технику двойного буфера, когда в каждом узле прием очередного сообщения происходит одновременно с вычислениями; при этом для инициализации приема сообщения используется неблокирующая функция MPI_Irecv, для завершения приема - блокирующая функция MPI_Wait. Кроме того, для увеличения эффективности работы параллельной программы необходимо минимизировать объем и количество передаваемых сообщений. Для этого полезно перенумеровать неизвестные, используя минимизатор ширины ленты матрицы А, а затем собрать глобальную матрицу. 

При втором подходе глобальная матрица системы A вообще не собирается. Элементы распределяются между процессорами поровну, и каждый процессор хранит часть элементных матриц, глобальные номера узлов данных элементов и соответствующие этим номерам элементы столбца правой части b. Тогда умножение Ab сводится к организации параллельного умножения множества элементных матриц маленькой размерности на соответствующие элементы вектора b и последующей сборке вектора с на одном из процессоров. На следующей итерации элементы вектора с распределяются между процессорами соответственно глобальной нумерации узлов тех элементов, вычислениями в которых занимается каждый процессор.

В настоящее время вычисления проводятся в системе МВС-1000, в Институте Прикладной Математики им.М.В.Келдыша, в режиме удаленного доступа. Программная система разработана на языке Fortran 77 с использованием библиотеки MPI. В настоящее время исследуются вопросы параллельного решения СЛАУ методом сопряженных градиентов с использованием первого подхода к организации параллельных вычислений.
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